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1 PREMESSA

Capita, talvolta, d'assistere a curiose esibizioni della Natura, alle quali fanno
spesso da palcoscenico i più ordinari oggetti di uso quotidiano.
Per quelli di voi che ci fanno caso, anche prendere un ca�è al bar può tra-
dursi nell'assistere ad uno spettacolo, dove a danzare sono i raggi di luce di
una lampada; e nella tazzina che avete davanti compare la loro elaborata
coreogra�a cuoriforme:

Indipendentemente dal fascino che simili accordi tra pareidolia e leggi
�siche possano suscitare in questo lettore, ritengo che "matematizzare" feno-
meni di questo tipo nulla tolga alla poesia ch'essi generano, ed anzi, conferisca
loro valore. In questa breve trattazione cercheremo perciò di dare forma ma-
tematica al fenomeno qui in foto.
Si può intuire quale sia stato il motivo della scelta del titolo "IL CUORE

IN UN CAFFÈ" : il fenomeno ottico che studieremo nelle prossime pagine
è quello che comunemente si osserva sulla super�cie di un liquido contenuto
in una tazza opaca, le cui pareti non si lasciano attraversare dalla luce e che
piuttosto assorbono quest'ultima o la ri�ettono, come vedremo, sulla super-
�cie della bevanda in modo da comporre una �gura che ricorda vagamente il
simbolo di un cuore ♥.
Qui di seguito altre fotogra�e (al posto del ca�è si utilizza qui del latte,
perchè il contorno della �gura nelle fotogra�e appare più chiaro):
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(a) Stesso fenomeno in un contenitore
cilindrico diverso

(b) Contenitore quasi vuoto; si
inizia a formare una specie di
"anello" di luce nel mezzo

(c) Contenitore colmo: non esiste super-
�cie interna di tazza esposta in grado di
ri�ettere la luce; non si genera alcuna
�gura

(d) Anche in una tazza vuo-
ta può riprodursi lo stesso fe-
nomeno (la base interna ha
qui il ruolo della super�cie del
liquido)

Voglio riportare anche una nota "storica": quando ho pensato per la
prima volta di analizzare il fenomeno ero convinto che la �gura venisse fuori
da un gioco di ombre, piuttosto che di luci; ovvero, la parete più vicina alla
fonte luminosa "scherma" quest'ultima e i raggi che riescono a terminare sulla
super�cie del ca�è delimitano la �gura in questione. Comunque, è bastato
fare alcune prove (modi�care la posizione della tazza rispetto alla fonte di
luce, alzare e abbassare il livello del liquido) per concludere che non fosse
questa la ragione; del resto, un gioco di ombre in e�etti si crea e può essere
osservato contemporaneamente al "cuore", ed esiste indipententemente da
quest'ultimo; ha un con�ne di forma ellittica, come si può qui osservare:
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Si distinguono chiaramente 3 aree ad illuminazione diversa: la zona A è
quella di nostro interesse, illuminata sia dalla luce diretta della lampada che
dai raggi ri�essi dalla parete di sinistra; la zona B è quella non illuminata
dai raggi ri�essi; la zona C è quella in ombra a causa della parete destra del
contenitore (la luce proviene qui da una fonte posta in alto a destra).

Appurato che la causa generatrice della �gura cuore è da ricercarsi nella
ri�essione dei raggi di luce sulle pareti interne della tazza (un'ulteriore con-
ferma è data dal fatto che, coprendo leggermente la parete ri�ettente della
tazza con del nastro adesivo o con un tessuto scuro, il contorno della �gura
sulla super�cie del liquido si attenua �no a sparire), occorre modellizzare il
sistema e stabilire le ipotesi che guideranno la trattazione. Quanto a queste
ultime, si procederà:

1. supponendo che la fonte di luce sia molto lontana (o che comunque le
dimensioni della tazza siano trascurabili rispetto alla distanza di questa
dalla fonte di luce);

2. supponendo che i raggi vengano ri�essi una sola volta dalle pareti della
tazza.

L'ipotesi 1 permette di modellizzare la luce come composta da un fascio
di raggi paralleli, almeno in prossimità della nostra tazza; è un'ipotesi ra-
gionevole, viste le dimensioni medie di una sala da pranzo e di una tazzina
da ca�è. L'ipotesi 2, forse un po' meno ragionevole all'apparenza (ne verrà
comunque discussa la validità alla �ne della trattazione), permette di ridurre
il numero di casi da studiare separatamente per arrivare alle formule esplicite
della super�cie in questione. Entrambe le sempli�cazioni possono comunque,
volendo, essere evitate; il metodo che propongo di seguito è applicabile an-
che nel caso in cui le due ipotesi siano false, e si invita il lettore a sviluppare
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tale caso più generale sulla falsa riga di quella che sarà la strategia adottata
in questa trattazione (si tratta dunque di semplici sempli�cazioni a scopo
di alleggerire la mole di calcoli senza, come vedremo, interferire in maniera
gra�camente signi�cativa sul risultato). Nella prima parte della trattazione
che segue verrà sviluppata una strategia per esplicitare le equazioni para-
metriche dell'area illuminata sulla super�cie del liquido; nella seconda parte
verrà discussa l'equazione del bordo di quest'ultima; nella parte �nale ver-
ranno riassunti e discussi i risultati importanti e le ipotesi esposte in questa
premessa.

Si noti che la trattazione ha un �lo logico piuttosto semplice: consiste nella
naturale impostazione di un problema di natura ottica, la cui comprensione
presuppone le sole conoscenze del liceo; tuttavia, mi auguro che il lettore pos-
sa trovare piacevole seguire nella trattazione e trovi interessanti gli approcci
tentati davanti a "ostacoli" come saranno -o, perlomeno, sono stati per me-,
per esempio, l'identi�cazione di quali fattori in�uenzano il dominio entro cui
varieranno i parametri che de�niscono la super�cie e la ricerca dell'equazione
del bordo di questa.
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2 PARTE PRIMA: LA SUPERFICIE

Il fenomeno ottico in studio può essere osservato in tazze di diversa dimensio-
ne e forma, sebbene la �gura possa apparire più o meno distorta in funzione
della forma delle pareti interne della tazza. Per questa trattazione scegliamo
una tazza di forma cilindrica, come quella in foto ad inizio trattazione:

ma si può procedere seguendo la medesima strategia anche per tazze di
forme diverse, come quelle tronco-coniche o semisferiche.
Scegliamo dunque un sistema di riferimento cartesiano e modellizziamo la
nostra tazza come un cilindro di raggio 1 ed asse coincidente con l'asse z, che
si estende per le z ∈ [0, H], con H ∈ R+. In questo sistema, la tazzina è stata
posizionata in modo da avere la super�cie del liquido ad altezza z = 0 (dun-
que la super�cie su cui verrà disegnata la nostra �gura giace sul piano OXY);
in e�etti, l'eventuale estensione della tazza inferiore a z = 0 non contribuisce
al fenomeno ottico in studio, dal momento che non espone super�ci ri�etten-
ti, essendo le pareti della tazza sotto la super�cie completamente sommerse
dal liquido (H rappresenta dunque la di�erenza di altezza tra la super�cie
del liquido e il piano passante per i punti più in alto della tazza). Quanto
ai raggi di luce, in accordo all'ipotesi fatta questi devono provenire da una
fonte lontana e giungere paralleli in prossimità della tazza. Il problema è per
il momento a simmetria cilindrica, dunque ogni direzione è equivalente; sce-
gliamo di far provenire i raggi di luce da una fonte di luce virtualmente posta
con il centro in un punto F lontano dall'origine, con xF = 0, yF > 0, zF > 0;
i raggi dunque sono modellizzati da rette parallele al piano OYZ (i punti su
ciascuna retta mantengono dunque coordinata x costante), formanti con il
piano OXY angoli costanti. Il versore direttore di ciascun raggio è dunque
nella forma V = 0 ·ux−1 ·uy−m ·uz (dove ux, uy, uz sono i versori fondamen-
tali associati agli assi del sistema di riferimento scelto) o come scriveremo più
sinteticamente: V = (0,−1,−m), dove il coe�ciente m è un numero reale
positivo indice dell'inclinazione dei raggi rispetto al piano OXY. Scelto V in
questa forma, detto α l'angolo acuto formato dai raggi di luce con il piano
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OXY, segue immediatamente che tan(α) = m.
In questo sistema di riferimento l'equazione del cilindro è x2 + y2 = 1, con
z ∈ [0, H]; i raggi possono essere parametrizzati come l'insieme di tutte le
rette dello spazio di vettore direttore V=(0,-1,-m); un modo per esplicitarle è
considerarle come l'applicazione di un multiplo di V ai punti appartenenti al
piano y = 2, dal momento che tutti i raggi devono necessariamente attraver-
sare tale piano (anche qualora la fonte di luce avesse centro tra y=1 e y=2,
i loro prolungamenti oltre la fonte di luce intersecherebbero tale piano).

(e) Vista 1 (f) Vista 2

Nelle viste 1 e 2 qui sopra sono stati evidenziati alcuni tra gli in�niti
raggi di luce (in colore rosso) che attraversano il piano y = 2 (in colore
arcobaleno) e si avvicinano alla tazza (in colore violetto); si noti che alcuni
raggi non intersecano a�atto la tazza, altri la intersecano sulla parete y>0,
altri sulla parete y<0 venendo ri�essi all'interno; questi ultimi sono quelli
che creano la zona particolarmente luminosa sulla supericie del liquido.
Detto A = (p, 2, q) un generico punto sul piano y = 2, i raggi sono dunque
dati da rette nella forma r : A+ t · V = x · ux + y · uy + z · uz, ovvero:

r :


x(t) = p

y(t) = 2− t
z(t) = q −m · t

con t ∈ R

L'idea è di far "rimbalzare" il generico raggio r sulla parete interna della
tazza. Espongo qui il �lo logico della dimostrazione che verrà presentata:

1. intersecheremo la generica retta r con il cilindro e troveremo il punto
B in cui il raggio viene ri�esso dalla parete della tazza;
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2. fatto questo, costruiremo la nuova retta s : B + Vf · ω che mostra le
direzione guadagnata dal raggio di luce DOPO la prima rifrazione sulla
super�cie interna (con Vf si indica dunque il nuovo vettore direttore);

3. in�ne, intersecando s con il piano z = 0 espliciteremo il generico punto
C (funzione dei parametri p e q associati al punto A da cui siamo
partiti) appartenente alla super�cie incognita descritta da tutti i raggi
ri�essi sulla super�cie del liquido.

(nel caso del cilindro, in realtà, sono su�cienti considerazioni geometriche
elementari per determinare i punti di ri�essione; quella che sviluppiamo qui
è però una strategia applicabile in generale per tazze e raggi qualsiasi).
Abbiamo già la retta r; dal momento che i raggi provengono dal semispazio
y > 0, il generico punto B di contatto tra il raggio e la tazza si troverà sulla
parte di cilindro nel semispazio y ≤ 0 (la parte di tazza che coincide dunque
con la sua parete interna esposta alla luce). Per questo, intersecando la retta
r con il cilindro sceglieremo come B il punto soluzione avente y negativa:{

r

x2 + y2 = 1
→

{
r

p2 + (2− t)2 = 1
→

{
r

t2 − 4t+ (p2 + 3) = 0

La seconda equazione ha soluzioni t1 = 2 −
√

1− p2 e t2 = 2t
√

1− p2. Per
t = t1 e t = t2 la y del punto B sulla retta assume, rispettivamente, i valori:

y1 = 2− t1 = 2− 2 +
√

1− p2 =
√

1− p2 > 0 → da scartare

y2 = 2− t2 = 2− 2−
√

1− p2 = −
√

1− p2 < 0

Il valore di t che garantisce un punto B con y negativa è dunque t2. So-
stituendo nella retta, troviamo che le coordinate del punto B sono:

B =


x = p

y = −
√

1− p2

z = q − 2m−m ·
√

1− p2

Si noti che questo porta ad una prima limitazione sul dominio di variazione
del parametro p, che compare nell'argomento di una radice quadrata: p ∈
[−1, 1]. In e�etti, se il raggio parallelo a OY Z partisse da un punto con
ascissa maggiore di 1 o minore di -1 non intersecherebbe il cilindro.
Occorre adesso determinare la retta s : B + Vf · ω. Conosciamo il punto
B, ma dobbiamo ancora determinare il vettore direttore Vf che stabilisce la
direzione del raggio di luce dopo la ri�essione. Più avanti (*) sviluppo un
metodo per ricavare la formula che ci occorre. Riporto qui il risultato (vedi
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fondo del capitolo per dimostrazione): un raggio di luce di vettore direttore
V che raggiunge una super�cie Σ in un certo suo punto B di gradiente G(B),
viene ri�esso lungo una direzione Vf che obbedisce alla seguente relazione:

~Vf = ~V − 2 · [~V · Ĝ(B)] · Ĝ(B)

La formula richiede prima di tutto il calcolo del gradiente G nel punto B del
cilindro:

Σ : x2 + y2 − 1︸ ︷︷ ︸
f(x,y,z)

= 0 → G = ∇f =
(
∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z

)
= (2x, 2y, 0)

Che, valutato in B, vale:

G(B) =
(

2 · p, 2 · (−
√

1− p2), 0
)

=
(

2p,−2
√

1− p2, 0
)

Da cui, normalizzando:

|G(B)| =
√

(2p)2 + (−2
√

1− p2)2 + 02 =
√

4p2 + 4− 4p2 =
√

4 = 2

Ĝ(B) =
G(B)

|G(B)|
=

(
2p,−2

√
1− p2, 0

)
2

=
(
p,−

√
1− p2, 0

)
Occorrerebbe scegliere il segno di Ĝ in modo che questo sia diretto verso
l'interno del cilindro, ovvero con componente y positiva; dunque sceglieremo

come Ĝ il versore: Ĝ(B) =
(
−p,

√
1− p2, 0

)
. In e�etti, i calcoli che seguono

fanno sì che la scelta del verso di G sia inin�uente, dal momento che ad un
certo punto andrà moltiplicato per se stesso.
Utilizziamo ora la formula ricavata per trovare Vf , ricordando che il nostro
vettore iniziale è V = (0,−1,−m):

Vf = V − 2(V · Ĝ(B))Ĝ(B) =

= (0,−1,−m)− 2 · [(0,−1,−m) · (−p,
√

1− p2, 0)] · (−p,
√

1− p2, 0) =

= (0,−1,−m) + 2(
√

1− p2) · (−p,
√

1− p2, 0) =

= (0,−1,−m) + (−2p
√

1− p2, 2(1− p2), 0) =

= (−2p
√

1− p2, 2− 2p2 − 1,−m) = (−2p
√

1− p2, 1− 2p2,−m)

La retta s direzione del raggio ri�esso ha dunque equazione s : B + Vf · ω =
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(x, y, z), ovvero:

s :


x = p− 2pω

√
1− p2

y = −
√

1− p2 + (1− 2p2)ω

z = q − 2m−m
√

1− p2 −mω
con ω ∈ R

A questo punto, intersechiamo s con il piano OXY. Per prima cosa, troviamo
il valore del parametro ω associato al punto della retta cercato, ponendo la
componente z di s uguale a 0:

q − 2m−m
√

1− p2 −mω = 0 → ω = q
m
− 2−

√
1− p2

Sostituendo nelle componenti x e y di s troviamo ascissa ed ordinata del
punto cercato ad altezza z=0, ovvero il punto C illuminato sulla super�cie
del liquido dal raggio associato a dei valori �ssati di p e q. Al variare di tali
parametri, otteniamo l'intera super�cie σ illuminata visibile sulla super�cie
del liquido. Le espressioni esplicite per σ sono dunque:

σ :


x(p, q) = p− 2p · ( q

m
− 2−

√
1− p2) ·

√
1− p2

y(p, q) = −
√

1− p2 + (1− 2p2) · ( q
m
− 2−

√
1− p2)

z(p, q) = 0

Sviluppando i calcoli e sempli�cando le espressioni, riferendoci senza ambi-
guità a punti sul piano z=0 scriviamo che la nostra super�cie ha equazioni:

σ :

{
x(p, q) = 3p− 2p3 + (4p− 2p · q

m
)
√

1− p2

y(p, q) = 4p2 − 2 + q
m
· (1− 2p2) + (2p2 − 2)

√
1− p2

Questa in azzurro è la super�cie σ vista dall'alto per come appare se �ssiamo
m = 1 e facciamo variare i parametri negli intervalli p ∈ [−1, 1], q ∈ [1.5, 4.5]
(in nero il bordo circolare della tazza visto dall'alto):
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Come appare subito evidente σ non rappresenta adeguatamente il feno-
meno (il bordo nero dovrebbe infatti contenere la �gura di nostro interesse),
e la ragione è da ricercarsi nel fatto che alcuni punti sono la conseguenza
della ri�essione di raggi di luce che nelle limitazioni geometriche della tazza
non sarebbero dovuti invece essere considerati. Si apre a questo punto un
paragrafo in cui si discuterà il dominio di variazione dei parametri p e q.

Abbiamo già osservato che p deve necessaria-
mente avere modulo minore o uguale ad 1, altri-
menti i raggi a tale p associati costeggiano il cilin-
dro senza intersecarlo; allo stesso modo, ci aspet-
tiamo che q vari entro un segmento che permetta
ai raggi più in basso di non passare sotto alla taz-
za (che, ricordiamo, è rappresentata solo da una
parte del cilindro x2 + y2 = 1, quella compresa tra
z = 0 e z = H) e ai raggi più in alto di non sca-

valcarla. Già in base a queste considerazioni, stimiamo che il dominio Ω che
cerchiamo sarà contenuto nel rettangolo: p× q : [−1, 1]× [m,H + 3m].
Cerchiamo di restringere ancora la ricerca, ricordando che i raggi a cui sia-
mo interessati sono esclusivamente quelli che terminano sulla parete interna
relativa alla parte di tazza con y<0, ovvero l'unica zona ri�ettente sulla su-
per�cie del liquido esposta alla luce. Possiamo dunque banalmente ricostruire
il nostro dominio Ω ragionando "al rovescio", ovvero spostandoci parallela-
mente ai raggi dal generico punto su questa super�cie utile che chiameremo
β (e che è nella prossima �gura colorata in arancione) indietro, verso il pia-
no y = 2, e rilevando il punto di intersezione con quest'ultimo. Per prima
cosa parametrizziamo β utilizzando un sistema di coordinate cilindriche, con
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parametri l'altezza h del generico punto B di β dal piano z = 0 e l'angolo θ
formato dalla retta perpendicolare all'asse z che interseca β in B e dal piano
y = 0. Dal momento che β rappresenta la super�cie di solo metà tazza, e in
particolare della metà con y < 0, scriviamo:

β :


x(θ, h) = − cos(θ)

y(θ, h) = − sin(θ)

z(θ, h) = h

con :

{
θ ∈ [0, π]

h ∈ [0, H]

Spostiamoci adesso dal generico punto B ∈ β verso il piano y = 2 riper-
correndo la traiettoria dei raggi; ovvero, scriviamo la generica semiretta w
passante per B e di vettore direttore -V = (0,1,m):

w : B + j · (−V ) = (x, y, z) → w :


x = − cos(θ)

y = − sin(θ) + j

z = h+ j ·m
con j ∈ R+

Per y = 2 il parametro j assume il valore:
y = 2 → − sin(θ) + j = 2 → j = 2 + sin(θ)
Sostituendo nella retta w, abbiamo che il dominio Ω cercato ha equazioni
parametriche:

Ω :


x(θ, h) = − cos(θ)

y(θ, h) = 2

z(θ, h) = h+m · (2 + sin(θ))

con :

{
θ ∈ [0, π]

h ∈ [0, H]

Ricordando che p e q sono, rispettivamente, la coordinata x e la coordinata
z del punto di partenza A ∈ {y = 2} che deve appartenere a Ω, sostituiamo
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nelle equazioni di σ che abbiamo ricavato p = − cos(θ), q = h+m·(2+sin(θ))
(riconosciamo qui un semplice cambio ad una nuova parametrizzazione, dei
cui parametri stavolta conosciamo gli intervalli di variazione):

σ :



x(θ, h) = 3 · (− cos(θ))− 2 · (− cos(θ))3 +

[
4 · (− cos(θ)) +

−2 · (− cos(θ)) · h+m · (2 + sin(θ))

m

]
·
√

1− (− cos(θ))2

y(θ, h) = 4 · (− cos(θ)2 − 2 +
h+m · (2 + sin(θ))

m
·
[
1− 2 · (− cos(θ))2

]
+

+

[
2 · (− cos(θ))2 − 2

]
·
√

1− (− cos(θ))2

Sviluppando i calcoli e ricorrendo a varie identità trigonometriche, possiamo
sempli�care di molto le espressioni e riscrivere σ nella più elegante forma:

σ :


x(θ, h) = − cos(θ) +

h

m
sin(2θ)

y(θ, h) = − sin(θ)− h

m
cos(2θ)

con :

{
θ ∈ [0, π]

h ∈ [0, H]

Occorre in ultimo apportare altre due correzioni al dominio di variazione di
θ e h: in primo luogo, siamo interessati solo ai punti che, dopo che i raggi
sono stati ri�essi, cadono entro il cerchio x2 + y2 = 1, ovvero sulla super�cie
del ca�è (i punti ottenuti dalla ri�essione di raggi che colpiscono il cilindro
in ascisse prossime a 1 e -1, infatti, formano un angolo di impatto con la
super�cie del cilindro molto ampio, che li devia di poco e li ri�ette più lon-
tano e fuori dalla tazza; si noti che qui viene utilizzata la seconda ipotesi
esposte nell'introduzione: tali raggi nella realtà, dopo la prima ri�essione,
dovrebbero ri�ettersi nuovamente sulla super�cie del cilindro, ma per quanto
ipotizzato siamo interessati solo a quei raggi che cadono subito nel cerchio
x2 + y2 = 1 dopo la prima ri�essione). Imponiamo dunque che i punti di σ
rispettino la condizione: x2 + y2 ≤ 1:[
− cos(θ) +

h

m
sin(2θ)

]2

+

[
− sin(θ)− h

m
cos(2θ)

]2

≤ 1

cos2(θ) +
h2

m2
sin2(θ) + sin2(θ) +

h2

m2
cos2(2θ)− 2

h

m
cos(θ) sin(2θ) +

+ 2
h

m
sin(θ) cos(2θ) ≤ 1
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h

m
− 2 cos(θ) sin(2θ) + 2 sin(θ) cos(2θ) ≤ 0

h

m
− 4 cos2(θ) sin(θ) + 2 sin(θ) · [2 cos2(θ)− 1] ≤ 0

h

m((
((((

(((−4 cos2(θ) sin(θ)((((
((((

(
+4 cos2(θ) sin(θ)− 2 sin(θ) ≤ 0 → h ≤ 2 ·m · sin(θ)

In secondo luogo, dobbiamo assicurarci che i raggi colpiscano la super�cie
ri�ettente interna della tazza senza prima intersecare la parte di super�cie
della stessa relativa al semicilindro con y > 0, ovvero la parte più vicina alla
luce e che blocca alcuni raggi. Per far ciò, è su�ciente imporre che ciascun
raggio "scavalchi" il punto più alto della semitazza con y > 0 relativo alla x
�ssata del raggio in esame. Sia B = [− cos(θ),− sin(θ), h] il generico punto
sulla semitazza utile; sia E il punto associato a B sull'altra semitazza che il
raggio deve scavalcare: questo avrà dunque la stessa x di B, la y positiva che
si ottiene intersecando con il cilindro il piano parallelo ad OY Z passante per
B (o, banalmente, date le simmetrie del sistema, lo speculare di B rispetto a
y=0) e z=H (l'altezza massima possibile), perciò: E = [− cos(θ),+ sin(θ), H]:

Impongo: m ≥ ∆z

∆y
→ m ≥ H − h

2 sin(θ)
→ h ≥ H − 2 ·m · sin(θ)

Abbiamo dunque ottenuto due nuove condizioni a cui deve obbedire il para-
metro h. Fissato un θ nell'intervallo [0, π], gli h che generano un punto interno
alla super�cie σ di interesse devono perciò soddisfare contemporaneamente
le seguenti condizioni:

0 ≤ h ≤ H

h ≥ H − 2m sin(θ)

h ≤ 2m sin(θ)

∀ θ ∈ [0, π]
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Una parametrizzazione di questo tipo risulta scomoda, dal momento che il
parametro h varia in intervalli che sono funzione dell'altro parametro θ. Cer-
chiamo di trovare una parametrizzazione che abbia un dominio rettangolare
e comodo da gestire. Innanzitutto, distinguiamo le 3 possibili con�gurazioni
che scaturiscono al variare delle costanti H ed m:

CASO 1: l'intersezione è vuota.
Questo si veri�ca se h = H−2m sin(θ)
è sempre maggiore di h = 2m sin(θ),
ovvero: H − 2m sin(θ) > 2m sin(θ)→
H > 4m sin(θ). Dato che voglia-
mo che questo sia vero ∀θ ∈ [0, π],
assicuriamoci che H ed m la soddi-
s�no anche quando il seno assume
il valore massimo 1, ovvero: H >
4m.

CASO 2: l'intersezione è la zo-
na compresa tra h = H − 2m sin(θ)
e h = 2m sin(θ). Questo si veri-
�ca in generale quando h = H −
2m sin(θ) > 0 e h = 2m sin(θ) < H,
∀θ:{
H − 2m sin(θ) > 0

2m sin(θ) < H
→ H > 2m sin(θ)

Si rientra in questo caso se tale relazione è vera, come prima, anche per i
valori del seno più grandi, ovvero (imponendo anche di non rientrare nel caso
1): 2m < H ≤ 4m

CASO 3: l'intersezione è l'area de-
limitata da h = H − 2m sin(θ), h =
2m sin(θ), h = 0, h = H. Questo ac-
cade nei restanti casi, ovvero, tenen-
do conto che H essendo una lunghez-
za non può assumere valori minori di
zero:
0 ≤ H ≤ 2m.

15



Il caso di nostro interesse è il n◦3, dal momento che il n◦1 non porta il-
luminazione sulla super�cie del liquido e il n◦2 ne porta in zone lontane dalla
parete interna della tazza esposta alla luce: ad esempio, il raggio di vettore
V = (0,−1,−H

2
) che colpisce la tazza in (0,-1,H) verrebbe ri�esso all'estremo

bordo positivo della super�cie del ca�è, che nel fenomeno �sico che stiamo
studiando deve risultare invece in ombra (�gura di pag. 4).

Nell'ipotesi dunque che 0 ≤ H ≤ 2m, possiamo procedere in questo modo:

Con Σ è stata indicata l'area da parametrizzare (qui sopra colorata in
arancione) entro cui deve variare h secondo le limitazioni trovate prima. No-

tiamo subito che Σ è simmetrica rispetto alla retta x =
π

2
, dal momento che

vale l'identità sin
(π

2
+ x
)

= sin
(π

2
− x
)
. Cerchiamo i punti A e B:

{
h = H − 2m sin(θ)

h = 2m sin(θ)
→ H = 4m sin(θ) → θ1 = arcsin

(
H

4m

)

hA = 2m sin

[
arcsin

(
H

4m

)]
→ A =

[
arcsin

(
H

4m

)
,
H

2

]
E, per simmetria, B =

[
π − arcsin

(
H

4m

)
,
H

2

]
Σ è inoltre simmetrica rispetto alla retta y =

H

2
; infatti:

[H − 2m sin(θ)]− H

2
=
H

2
− [2m sin(θ)] , ∀θ
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Troviamo in�ne le ascisse dei punti di intersezione con le rette h = 0 e
h = H; per la simmetria appena commentata è su�ciente risolvere:

H − 2m sin(θ) = 0 → sin(θ) =
H

2m
→ θ2 = arcsin

(
H

2m

)
Simmetricamente, l'altro punto avrà ascissa: π − θ2 = π − arcsin

(
H

2m

)
Possiamo ora distinguere le tre aree che compongono la nostra super�cie
e parametrizzarle una per volta (otterremo dunque una parametrizzazione a
tratti):

Per la zona Σ1 propongo la seguente parametrizzazione:

Σ1 :

θ = θ

h =
H

2
− s ·

[
(H − 2m sin(θ))− H

2

]
con :

{
θ ∈ [θ1, θ2]

s ∈ [−1, 1]

(l'idea dietro a questa parametrizzazione è di posizionarsi sulla retta y =
H

2
e sfruttare la simmetria, muovendosi in su e in giù, a θ �ssato, �no a toccare
le due curve; in particolare, per s = 1 si ottiene h = 2m sin(θ), ovvero si
toccano i punti ad altezza maggiore). In maniera simile parametrizziamo le
altre due aree, scegliendo i segni della parametrizzazione in modo che ci sia
continuità tra le parametrizzazioni delle diverse super�ci (dunque per s=1
si riparte dai punti più in alto, e per θ = θ2 entrambe le parametrizzazioni
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danno gli stessi punti):

Σ1 :

θ = θ

h =
H

2
+ s · H

2

con :

{
θ ∈ [θ2, π − θ2]

s ∈ [−1, 1]

Σ1 :

θ = θ

h =
H

2
− s ·

[
(H − 2m sin(θ))− H

2

]
con :

{
θ ∈ [π − θ2, π − θ1]

s ∈ [−1, 1]

Complessivamente, la super�cie Σ è così parametrizzata:

Σ :



θ = θ

h =


H

2
− s ·

[
H

2
− 2m sin(θ)

]
se θ ∈ [θ1, θ2] ∨ θ ∈ [π − θ2, π − θ1]

H

2
+ s · H

2
, se θ ∈ (θ2, π − θ2)

E in�ne, sostituendo la nuova parametrizzazione (in cui, come desideravamo,
i parametri variano entro un rettangolo), abbiamo che la nostra super�cie
illuminata σ ha equazioni de�nitive:

σ :

{
x(θ, s) = − cos(θ) + h(θ, s) · sin(2θ)

y(θ, s) = − sin(θ)− h(θ, s) · cos(2θ)
con :

{
θ ∈ [θ1, π − θ1]

s ∈ [−1, 1]

Dove:

h(θ, s) =


H

2m
− s ·

[
H

2m
− 2 sin(θ)

]
se θ ∈ [θ1, θ2] ∨ θ ∈ [π − θ2, π − θ1]

H

2m
+ s · H

2m
se θ ∈ (θ2, π − θ2)

θ1 = arcsin

(
H

4m

)
, θ2 = arcsin

(
H

2m

)
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Qui di seguito è proposto il codice Matlab che permette di visualizzare la
super�cie σ (nell'immagine qui sopra) ottenuta per i valori H = 1, m = 2:

%In nero è visualizzato il bordo circolare della superficie del liquido vista

%dall'alto; in azzurro l'area illuminata dai raggi sulla stessa.

close all

clear all

N=100;

H=1;

m=2;

t=linspace(0,2*pi,200);

plot(cos(t),sin(t),'k','linewidth',2);

hold on

theta_1=asin(H/(4*m));

theta_2=asin(H/(2*m));

theta=linspace(theta_1,pi-theta_1,N);

s=linspace(-1,1,N);

[THETA,S]=meshgrid(theta,s);

h=(H/(2*m)-S.*(H/(2*m)-2*sin(THETA))).*(THETA<=theta_2|THETA>=(pi-theta_2))...

+(H/(2*m)+S*H/(2*m)).*(THETA>theta_2&THETA<(pi-theta_2));

X=-cos(THETA)+h.*sin(2*THETA);

Y=-sin(THETA)-h.*cos(2*THETA);

mesh(X,Y,zeros(N))

axis equal
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Si noti che la parametrizzazione σ dipende direttamente dal rapporto H
m
,

unica forma in cui tali parametri compaiono nelle espressioni ricavate. A
seconda del valore di tale rapporto entro l'intervallo 0 ≤ H

m
≤ 2 (ricordiamo

di essere nell'ipotesi 0 ≤ H ≤ 2m) la �gura assume una forma tra le seguenti
(da sinistra a destra, in ordine di H crescente):

Allego anche le fotogra�e degli stessi 3 scenari osservabili nella realtà:

La 1 è relativa a valori di H piccoli rispetto ad m; in particolare, al tende-
re di H a 0 la super�cie degenera in una linea che in�ne combacia con un arco
di circonferenza (la metà relativa alle y < 0). Corrisponde ad una super�cie
ri�essa nulla, che si ha quando la tazza è colma e non rimane parete interna
della tazza ancora esposta in grado di ri�ettere i raggi di luce (si invita il
lettore a provare egli stesso a modi�care i valori di H nel codice proposto
sopra per rendersi conto dell'andamento descritto).
La 3 è relativa a valori di H grandi rispetto ad m; in particolare, al tendere di
H a 2m si vede l'ovale nel mezzo ingrandirsi �no a coprire l'intera super�cie
del liquido. Corrisponde ad una tazza abbastanza vuota, tale da esporre alla
luce una parete interna su�cientemente grande da coprire, con i raggi ri�es-
si, un'ampia zona sulla super�cie del liquido, anche contenente punti lontani
dalla parete ri�ettente.
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La 2 rappresenta in�ne una situazione limite, relativa ad un valore del rap-
porto H

m
che indicheremo con r̃ e che ci occuperemo di ricavare; è forse lo

scenario più elegante, e certamente quello che ha ispirato la stesura di questa
trattazione. Ci occuperemo adesso di dedurre il valore di r̃, e conserveremo
tale valore per gli sviluppi nella seconda parte della trattazione.

L'idea che ci guiderà è la seguente: il punto con ascissa x = 0 ad ordina-
ta maggiore (quello che nello scenario 2 rappresenta la "punta" della nostra
super�cie e che indicheremo con P) è raggiunto dal raggio di luce che viene
ri�esso più lontano tra quelli che urtano nei punti con x=0 la super�cie ri�et-
tente interna della tazza, ovvero quel raggio che viene ri�esso centralmente
dalla tazza nel punto B = (0,−1, H). P viene dunque raggiunto in un qual-
che suo punto dalla curva che si ottiene quando si �ssa s al valore relativo ai
punti ad altezza maggiore (ovvero s = 1) e si lascia variare θ.

(m) s=0 (n) s=0.4 (o) s=1

In azzurro la super�cie, in rosso le curve che si ottengono quando, �ssato
s ai valori segnati, si lascia variare θ; l'unica curva che raggiunge il punto P
è quella per s=1.
Poniamo dunque s = 1 nelle equazioni della super�cie e concentriamoci sul
tratto di parametrizzazione di h relativo ai valori di θ centrali, prossimi a π

2

(per la simmetria del sistema e delle parametrizzazioni costruite, infatti, il
punto P cercato è quello che si ottiene per il valore centrale di θ entro l'in-
tervallo [0, π], dunque θ = π

2
; non è dunque necessario studiare il problema

per valori lontani da questo); la curva che si ottiene è dunque:

γ(θ) :

{
x(θ) = − cos(θ) + r · sin(2θ)

y(θ) = − sin(θ)− r · cos(2θ)
con : θ ∈ [θ2, π − θ2]

dove con r si è indicato il rapporto r = H
m
. Cerchiamo adesso quel valore

di r tale per cui la super�cie sia del tipo 2, ovvero non presenti ancora un
ovale; per farlo, imponiamo che esista uno e un solo punto di γ che vanta
una certa ascissa x �ssata (notiamo infatti che nel caso in cui si formi l'ovale
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è inevitabile che la curva "torni indietro" verso x minori per coprire anche
i punti interni all'ovale altrimenti irraggiungibili). Condizione su�ciente af-
�nchè non si formi l'ovale è dunque che l'ascissa di un punto di γ sia una
funzione di θ strettamente crescente, di modo che la curva non torni verso
punti ad x minore:

x(θ) = − cos(θ) + r sin(2θ)
dx

dθ
= sin(θ) + 2r cos(2θ) → impongo che sia positiva

dx

dθ
≥ 0 → sin(θ) + 2r cos(2θ) ≥ 0

sin(θ) + 2r
[
1− 2 sin2(θ)

]
≥ 0 → 4r sin2(θ)− sin(θ)− 2r ≤ 0

→ 1−
√

1 + 32r2

8r
≤ sin(θ) ≤ 1 +

√
1 + 32r2

8r

θ è sempre compreso tra 0 e π, dunque il seno è sempre positivo e la parte
sinistra della disuguaglianza è sempre veri�cata; imponiamo che la parte de-
stra sia certamente vera per ogni valore di θ nell'intervallo in studio, ovvero
imponiamo:

1 +
√

1 + 32r2

8r
≥ 1 → da cui : r ≤ 1

2

In particolare, si può dimostrare che il valore limite r =
1

2
è proprio il valore

cercato; infatti, di�erenziando γ:

γ(θ) :

{
x = − cos(θ) + r · sin(2θ)

y = − sin(θ)− r · cos(2θ)
→

{
dx = sin(θ)dθ + 2rcos(2θ)dθ

dy = − cos(θ)dθ + 2r sin(2θ)dθ

Da cui:

dy

dx
=
− cos(θ) + 2r sin(2θ)

sin(θ) + 2r cos(2θ)
→ Per r =

1

2
:

dy

dx
=
− cos(θ) + sin(2θ)

sin(θ) + cos(2θ)

Calcoliamone adesso i limiti destro e sinistro per θ → π

2
:

lim
θ→π

2
−

[
dy

dx

]
= lim

θ→π
2
−

[
− cos(θ) + sin(2θ)

sin(θ) + cos(2θ)

]
= +∞

lim
θ→π

2
+

[
dy

dx

]
= lim

θ→π
2
+

[
− cos(θ) + sin(2θ)

sin(θ) + cos(2θ)

]
= −∞

Dal momento che i limiti esistono non �niti e sono diversi, il punto P ∈ γ è
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un punto di cuspide. Si può facilmente veri�care che lo stesso risultato non si
ottiene invece per altri valori di r. Concludiamo che lo scenario 2 -l'unico che,
ragionevolmente, è potenzialmente dotato di una cuspide in P- si presenta

per il valore del rapporto
H

m
pari a r = r̃ =

1

2
.

Per questo valore di r, il vertice P della nostra super�cie ha coordinate:

P =

[
0, y

(
θ =

π

2
, r =

1

2

)]
=

[
0, − sin

(π
2

)
− 1

2
cos
(

2 · π
2

)]
=

[
0,−1

2

]
Una dimostrazione alternativa (che però presuppone un più profondo stu-

dio dell'andamento della curva γ) può essere fatta imponendo che θ =
π

2
sia

l'unica soluzione dell'equazione x(θ) = 0 (gra�camente, si impone che non ci
sia il "riavvolgimento" della curva, che interseca se stessa in un altro punto

ad ascissa nulla); si perviene comunque al risultato r = r̃ =
1

2
.
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(*) Cercheremo qui di ricavare una formula generale che ci permetta
di determinare la direzione �nale di un raggio di vettore V che urta in un
punto B una generica super�cie Σ (nell'ipotesi che tale super�cie ammetta
gradiente almeno in B). La ri�essione di un raggio avviene similmente all'urto
elastico di una pallina contro un tavolo da biliardo: tra prima e dopo l'urto,
l'impulso dato dalla reazione vincolare generata dal bordo del tavolo inverte
la componente normale della velocità della pallina, lasciandone inalterate le
altre componenti. Ad esempio, se scegliamo un sistema di riferimento in cui
la normale al tavolo sia ~G = (−1, 0, 0) e la velocità della pallina subito prima

dell'urto sia ~V = (3, 2, 0), ricaviamo che la velocità �nale della pallina subito

dopo l'urto sarà: ~Vf = (3, 2, 0) − 2 · (3, 0, 0) = (−3, 2, 0). Analogamente,

per un raggio di luce che ri�ette contro un piano, detta ~G la normale a tale

piano, Ĝ =
~G

| ~G|
il versore di ~G, α1 l'angolo acuto tra ~V e ~G, e VG il modulo

della proiezione del vettore iniziale V su ~G, scriveremo:

~Vf = ~V + 2 · Ĝ · VG = ~V + 2 · Ĝ · |~V | · cos(α1)

Vale:

(−~V ) · ~G = |~V | · |~G| · cos(α1), da cui ricaviamo: cos(α1) =
−~V · ~G
|~V | · |~G|

Sostituendo sopra:

~Vf = ~V − 2 · Ĝ ·��|~V | ·
~V · ~G

�
�|~V | · |~G|

= ~V − 2 · (~V ·
~G

|~G|
) · Ĝ = ~V − 2 · (~V · Ĝ) · Ĝ

La formula è stata dedotta in un modo che ritengo abbastanza intuitivo.
Se il lettore non fosse convinto della sua validità, qui di seguito ci assicure-
remo che la formula ricavata sia corretta, veri�cando che una ri�essione che
segue questa legge rispetti le due condizioni necessarie e, insieme, su�cien-
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ti, date dalla legge �sica della ri�essione (si ometteranno da questo punto i
simboli di vettore):

1. l'angolo acuto tra V e G deve essere uguale all'angolo acuto tra G e
Vf ;

2. i vettori V, Vf , G devono giacere sullo stesso piano.

Per il punto 1) è su�ciente veri�care che i coseni dei suddetti angoli siano
uguali. Dunque assicuriamoci che sia veri�cata l'identità:

cos(α1) = cos(α2) → − V ·G
|V | · |G|

=
Vf ·G
|Vf | · |G|

→ Vf
|Vf |
·Ĝ+

V

|V |
·Ĝ = 0

→ [V − 2 · (V · Ĝ) · Ĝ] · Ĝ · |V |+ V · Ĝ · |Vf |
���

��|Vf | · |V |
= 0

→ V · |V | · Ĝ−2 ·V · Ĝ · |V |+V · Ĝ · |Vf | = 0 → �
��V · Ĝ · (|Vf |− |V |) = 0

Nell'ultima sempli�cazione si è tenuto conto del fatto che il prodotto scalare
V · Ĝ è sempre diverso da 0, altrimenti il raggio sarebbe parallelo al piano
e non verrebbe ri�esso. Il problema è ora ridotto a dimostrare che V e Vf
hanno lo stesso modulo:

|Vf | = |V | → |Vf |2 = |V |2 → Vf · Vf = V · V

→ [V − 2 · (V · Ĝ) · Ĝ] · [V − 2 · (V · Ĝ) · Ĝ] = V · V
→ V ·V −2 ·(V ·Ĝ) ·Ĝ ·V −2 ·(V ·Ĝ) ·Ĝ ·V +4 ·(V ·Ĝ) ·(V ·Ĝ) ·Ĝ ·Ĝ = V ·V
→ V · V +((((

((((
((

4 · (V · Ĝ) · (V · Ĝ)((((
((((

(((
−4 · (V · Ĝ) · (V · Ĝ) = V · V

→ V · V = V · V c.v.d

Per quanto riguarda il punto 2), un modo per determinare se 3 vettori sono
complanari è quello di calcolare un loro prodotto misto e veri�care che questo
sia nullo (si ricorda che il prodotto misto tra 3 vettori restituisce uno scalare
che, preso in valore assoluto, quanti�ca il volume del parallelepipedo che ha
come lati direttori i 3 vettori in questione; se e solo se questi sono compla-
nari, il parallelepipedo degenera in una �gura piana, dunque di volume nullo):

(Vf ∧ Ĝ) · V = 0 → [(V − 2 · (V · Ĝ) · Ĝ] · V = 0

→ [V ∧ Ĝ− 2 · (V · Ĝ) · Ĝ ∧ Ĝ] · V = 0 → (V ∧ Ĝ) · V = 0

Dove con "∧" si è indicata l'operazione di prodotto vettoriale.
L'ultima espressione a sinistra dell'uguale rappresenta un prodotto scalare
tra vettori perpendicolari (infatti per de�nizione il prodotto vettoriale tra V
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e G restituisce un vettore perpendicolare ad entrambi). Dunque:
(V ∧G)⊥V → (V ∧G) · V = 0 c.v.d.

La formula sopra è dunque corretta. In generale, sia data una super�cie
Σ non piana e un suo punto B in cui è de�nito il gradiente ~G(B) = ~GΣ(B) =
∇f(x, y, z)|B, se Σ è scritta nella forma f(x, y, z) = 0. Allora, possiamo
ricorrere al consueto arti�cio di approssimare localmente Σ con una porzio-
ne in�nitesima del piano tangente in quel punto alla super�cie, avente per
normale ~G, e considerare il fenomeno di ri�essione su quel punto come se
avvenisse su una porzione di piano, ed applicare la formula sopra. Ricapito-
lando: un raggio di luce di vettore direttore V che raggiunge una super�cie Σ
in un certo suo punto B, viene ri�esso lungo una direzione Vf che obbedisce
alla seguente relazione:

~Vf = ~V − 2 · [~V · Ĝ(B)] · Ĝ(B)

Una versione "normalizzata" della stessa formula è: V̂f = V̂ − 2 · [V̂ · Ĝ] · Ĝ
con V̂f =

~Vf

|~Vf |
e V̂ =

~V

|~V |
. Qui tutti i vettori coinvolti hanno modulo uni-

tario (se V è un versore, il fatto che anche Vf risulti un versore segue im-
mediatamente dalla dimostrazione fatta sopra che Vf e V hanno lo stesso
modulo).

26


	PREMESSA
	PARTE PRIMA: LA SUPERFICIE

